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Ueber die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe. 
Von 
R. DEDEKIND in Braunschweig. 
In der vierten Auflage von Dirichlet's Vorlesungen über Zahlentheorie 
(die im Folgenden mit D. citirt werden soll) habe ich gelegentlich (in 
den Anmerkungen auf S. 499, 510, 556) die Dualgruppe erwähnt, die aus 
drei beliebigen Moduln durch fortgesetzte Bildung der gemeinsamen grössten 
Theiler und kleinsten Vielfachen erzeugt wird und im Allgemeinen aus 
28 verschiedenen Moduln besteht. Da die Gesetze dieser Gruppe sich auf 
ganz andere Gebiete übeltragen lassen und oft eine nützliche Ilülfe ge-
währen, so sollen dieselben im Folgenden dargestellt werden; daran 
schliessen sich verschiedene Untersuchungen über allgemeinere Dualgruppen.*) 
§ 1. 
Allgemeine Eigenschaften de1· Dualgrnppen. 
Bezeichnet man (wie in D. § 169) mit a + o den grössten gemein-
samen Theiler (oder die Summe), mit a - o das kleinste gemeinsame 
Vielfache (oder den Durchschnitt) der beiden Moduln a, b, so gilt für 




a + o = o + a, 
( ll + 0) + c = ll + (b + c)' 
a-o =o-a, 
(a- f.J) - c = a- (b- c) 
mit den bekannten Folgerungen, die sich auf eine beliebige endliche Anzahl 
von Elementen a, b, c · · · beziehen (D. § 2). 
Die beiden Operationen + sind ferner dm·ch die beiden Gesetze 
(3) a + (a-b) = a, a - ( a + b) = a 
*) Vergl. § 4 meines Aufsatzes Ueber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grössten 




372 R. DEDEKlND. 
mit einander verbunden, und hieraus folgt ohne Zuziehung von (1), (2) 
auch 
(4) et+et=Ct, a- a = a; 
bezeichnet man nämlich die erste und zweite Hälfte einer Doppelgleichung 
(n) resp. mit (n') und (n"), so ergiebt sich (4'), wenn man o in (3') 
durch a + b ersetzt, mit Hücksicht auf (W'), und ebenso ergiebt sich (4"), 
wenn man o in (3") durch a - b ersetzt und (3') beachtet. 
Wenn zwei Operationen ± aus je zwei Elementen a, l:J eines (end-
liehen oder unendlichen) Systems ® zwei Elemente a + b desselben 
Systems @ erzeugen und zugleich den Gesetzen (1), (2), (3) genügen, so 
soll @ in Bezug auf dieses Operationspaar + eine Dualgr·uppe heissen, 
wie auch sonst diese Elemente beschaffen sein mögen. Die Gesammtheit 
aller Moduln ist daher eine Dualgruppe bezüglich der beiden Operationen, 
welche in der Bildung des grössten gemeinsamen Theilers und des kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen bestehen*). Zunächst betrachten wir aber einige 
Eigenschaften, welche jeder Dualgruppe @ zukommen. 
Zufolge ( 4) bildet jedes Element a einer Dualgruppe @ für sich allein 
eine Dualgruppe. 
Für zwei beliebige Elemente a, l:J ergiebt sich aus (2) und ( 4 ), wenn 
man b, c resp. durch a, b ersetzt, 
(5) a + (a + b) = a + b, a- (a-b)= a-b; 
ersetzt man ferner c in (2') durch (a-b), in (2") durch (n + b), so folgt 
mit l{.ücksicht auf (3) auch 
(6) (n+ b) + (a-o) = a + b, (a-b)-(n+ b) =a-b; 
mithin bilden die vier Elemente a, b, ( a + b ), ( a- o) gewiss eine Dual-
gruppe, und es fragt sich nur, wie viele von ihnen verschieden sind. 
Nimmt man an, es sei n+b=et-b, also auch n+(a+o)=n +(a-b), 
so folgt aus (5') und (ß') auch a + b = a, und da die Annahme sym-
metrisch in Bezug auf a, b ist, so folgt ebenso a + b = b, also a = b; 
und umgekehrt, wenn a = b ist, so sind alle vier Elemente identisch mit 
einander. 
Machen wir jetzt die (allgemeinere) Annahme, es sei a + b identisch 
mit einem der beiden Elemente a, b, also z. B. a + b = a, so folgt aus (3") 
durch Vertauschung von a mit b auch a - b = b, und umgekehrt, -v:enn 
Letzteres der Fall ist, so ergiebt sich aus (3') auch a + b = a. ~a .. dl~ser 
l!'all sehr häufig auftritt so übertragen wir die in der Modultheorie ubhche 
Ausdrucks- und Bezeichnungsweise (D. § 169) auf alle Dualgruppen @ 
----·----- . . . . d r oben erwähnten Schrift 
*) Andere Be1sp1ele von Dualgruppen findet man m e 
.(1897). Vergl. den Schluss (§ 8) der gegenwärtigen Abhandlung. 
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und sagen*): das Element {J ist theilbar durch das Element a, zugleich 
heisst o ein Viellackes von a, und a ein Theiler von o; diese Theilbarkeit 
wird durch a < o oder o > a bezeichnet, und es ist daher jede der vier 
Aussagen 
(7) a + o = a, a-b=&, a < b, b > a 
gleichbedeutend mit jeder der drei übrigen; zwei solche Elemente a, b 
bilden für sich allein eine Dualgruppe. Es ist zweckmässig, hierbei den 
Fall a = o nicht auszuschliessen; wenn aber a· und o verschieden sind, 
so soll b ein echtes Vielfaches von a und zugleich a ein echter Theiler 
von b heissen. 
Ist endlich keines der beiden Elemente a, b durch das andere theilbar, 
so besteht die durch sie erzeugte Dualgruppe aus vier verschiedenen Ele-
menten a, o, a + o, a - o. 
Für die durch (7) charakterisirte Theilbarkeit von b durch a ergeben 
sich durch alleinige Anwendung der Grundgesetze (1 ), (2), (3) die folgen-
den Sätze, deren Beweise der Leser leicht finden wird. 
I. Immer ist a < a, a > a. 
II. Aus a < b und a > b folgt a = b. 
III. Aus a < b und b < c, was kurz in a < b < c zusammengefasst 
wird, folgt a < c. 
IV. Immer ist a + b < a und a < a- c, also auch a + b < a- c. 
V. Aus a < b, a' < b' folgt a + a' < b + b' und a - a' < b - b'. 
VI. Aus a < b, a' < b folgt a - a' < b, d. h. jedes gemeinsame 
Vielfache b von a, a' ist theilbar durch a- a', und aus a < b, a < b' folgt 
a < 9 + b', d. h. jeder gemeinsame Theiler a von b, b' ist Theiler von 
b + b'. Wegen der Analogie mit der Zahlen- und Modultheorie heisst 
daher a - a' das kleinste gemeinsame Vielfache von a a' und o + b' 
h . ' ' msst der grösste gemeinsame Theiler von b, b'. Diese Ausdrucksweise 
dehnen wir auch auf mehr als zwei Elemente aus und durch wiederholte 
' Anwendung des Vorhergehenden ergiebt sich der Satz: ist jedes der Ele-
t ' " "' · Th ·1 · !.' !." !."' men e a, a , a · · · em m er von Jedem der Elemente 1.1, 1.1 , 1.1 • • ·' 
so ist 
a'- a"- a"'- · · · < b' + b" + b"' + · · ·, 
· d. h. das kleinste gemeinsame Vielfache der Elemente a ist ein Theiler 
des grössten gemeinsamen Theilers der Elemente b. 
----------~----
*) I<'ür besondere Dualgruppen @, deren Elemente schon eine bestimmte Be-
deutung haben, kann diese Ausdrucksweise höchst unpassend erscheinen; man wird 
dann ganz andere, dem Gegenstande entsprechende Namen und Zeichen wählen, 




VII. Ist b em Thciler von nt, also b < m, und lJ ein beliebiges 
Element, so ist 
(p + ttt)- b < (lJ-b) + m; 
denn jedes der l1eiden Elemente p + llt, b ist ein '!'heiler von jedem der 
beiden gremente lJ - b, m. 
§ 2. 
Die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe 1). 
Hier ist nun der Ort, um eine besondere Eigenschaft der Moduln 
und der ans ihnen durch die Operationen ± erzeugten Dualgruppen 
hervorz.uhehen, durch wele.he die 1:-tzteren sich vor anderen Dualgruppen 
vou allgemeinerem Charakter auszeJChnen. In der Modultheorie gilt näm-
lich an Stelle des letzten Satzes VII der bei weitem schärfere Satz 
(D. § Hi!l, S. 4!l,'-'): 
Vlli. Ist der Modul b ein Theiler des Moduls m, also b < m, und 
p ein h<~liehiger Modul, so ist 
(p+m)- b = (lJ-b) + m. 
Aber dieses Modulgesetz ist, wie ich in § 4 meines in der Einleitung 
citirten Aufsatzes bewiesen habe*), schlechterdings nicht ableitbar aus den 
Grundgesetzen (1), (2), (ß) und bildet daher eine für die Modultheorie 
wesentliehe Rr[Jii1lZit11,ff derselben. Wir formen dieses Gesetz zunächst in 
folgender Weise um. Sind a, 6, c drei b~liebi~e Mo~uln, und ersetzt man 
P' b' 111 resp. durch a' 6 + c' 6 - c' so Ist dte Bedmgung b < m erfüllt, 
und es ergiebt sieh 
(8) (a + (6~---r))- (6+c) = (a-c6+c>) + (b-c), 
und umgekehrt folgt hieraus wieder das Modulgesetz VIII, wenn man 
a, 6, c resp. durch p, b~ m ersetzt und <~ie Annahme b < m hinzufügt. 
Hierauf wenden wtr uns zu dem tn der Ueberschrift bezeichneten 
Gegenstande, nämlich z.ur Beschreibung der aus drei beliebigen Moduln 
a, b, c durch die Operationen T erzeugten Dualgruppe '.tl. Dieselbe ist 
endlieh und hestd1t aus 2R Moduln, die im Allgemeinen von einander 
verschieden sind. Vier von diesen Moduln sind symmetrisch aus a, b, c 
gebildet und sollen w~meinsam mit b bezeichnet, aber durch Aceente und 
Indices von einander unterschieden werden, deren Bedeuttmg später ein-
leuchten wird: 
(!1) b"" = a + b + c, bt =a-b- c, 
(10) b'= (b+c)- (c+a)- (a+6), b1 = (b-c) + (c-a) +(a-b). 
Die übrigen 24 Moduln haben die Eigenschaft, durch alle Vertauschungen 
*) Vergl. clen Beweis rlcs Satze~ IX in § G rlcs gegenwärtigen Aufsatzes. 
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von a, &, c nur drei verschiedene Formen anzunehmen, und diejenigen acht 
Moduln, welche (wie z. B. a selbst) durch Vertauschung von b mit c nicht 
geändert werden, sollen gemeinsam mit a und zugehörigen Aceenten und 
Indices bezeichnet werden, woraus die Bedeutung der mit b und c be-
zeichneten Hi Moduln von selbst erhellt. Da die drei Moduln a, &, c durch 
sich selbst erklärt sind, so bleiben nur die folgenden 21 Definitionen: 
(ll) 
(12) 
Ja'"= b + c, 
\
&"'= c + a, 
c"' = a + b, 
In"= (c +a)- (n+b), 
I&"= (a+&) - (b+ c), c" = (b+ c)- (c +n), 
a3 =b-cl 
&3 = c- Q ' 
c3 =a-b 
a2 = (c -a) + (a-b)\ 
b2 =(a-b)+ (b-c)l, 
es = (b-c) + (c-a) 
! a' = a + (b- c), a1 = a - (b + c) l (13) b'=b+(c-a), b1 =b-(c+n), c' = C + (a-b), C1 = C - (a+ 0) 
lllo = (n+<o- c))- (b+ c) = (n-<b+ c)) + (b- c)l (14) b0 = (b+<c -a))- (c +a) = (b-(c +n)) + (c -n) · C0 = (c+cn-b))- (a+b) = (c-<a+b)) +(a-b) 
Hier sind überall, wie schon in (9) und (10), die beiden Formen 
neben einander gestellt, welche durch Vertauschung der beiden Operationen 
± aus einander hervorgehen, und hiermit ist immer eine Vertauschung 
eines oberen Accentes mit dem entsprechenden unteren Index verbunden; 
die Doppeldefinitionen (14) beruhen auf dem oben hervorgehobenen Modul-
gesetz (8). 
Wir haben nun zu zeigen, dass der Complex I) dieser 28 Moduln 
wirklich eine Dualgruppe ist, dass also, wenn m, n irgend zwei dieser 
Moduln bedeuten, auch die beiden Moduln m + n in ~ enthalten sind. 
Zufolge ( 4) brauchen wir nur solche Paare zu betrachten, die aus zwei 
verschiedenen*) Moduln m, n bestehen, und deren Anzahl = 14 · 27 = 378 
ist. Es ist zweckmässig, zunächst diejenigen 261 Paare auszusondern, in 
welchen der eine Modul, z. B. m durch den anderen n theilbar ist, so 
dass m + n = n, m- n = m wird, was wir wieder durch m > n oder 
n < m bezeichnen. Des Raumes wegen begnügen wir uns, von diesen 
261 Theilbarkeiten nur die 48 ursprünglichen, d. h. diejenigen aufzuschreiben, 
*) Weiter unten wird durch ein Beispiel bewiesen, dass die 28 Moduln wirklich 
He von einander verschieden sein können, und der Kürze halber nennen wir sie auch 




I 1 d1"n 1·•1br1·gen :->tB nach dem obigen Satze III in § 1 sich ab-aus we r,tten ' 0 ~ - -
leiten htssen: 
( 1 fi) 
( 17) 
(V:l) 
b''" < a'", b"', c'"; 
I a"' < b", c" b"' < c", a" c"' < a", b" 
r<b', a' b" < b', b' 
c" < b', c' 
b' < llo, Oo, 
a' < ll' llo 
b' < b, b0 
c' < c , c0 
c 0 
b4 > a3 , b3 , C31 
03 > 02, C2l 
bs > c2, a2 ' 
Cs > a2, b2 
ll2 > bll lltl 
b! > bl, blll 
c2 > bll ct 
bt > Oo, bo, Co l 
a1 >a,a0 
01 > b, 00 J . 
Ci > c ' Co 
Di11 Theilbarkeiten ( 1 f)) folgen unmittelbar aus der Vergleichung von 
(9) mit (11), ebenso ergieht sich (lö) aus (11) und (12). Von den Theil-
harkeiten ( 17) folgm1 die auf b' und 01 bezüglichen aus dem Vergleich 
von (10) mit (12), die übrigen aus (12) und (U~) nach dem Satze VI 
in ~ 1. Von den Theilbarkeiten (lR) fliessen die auf a, b, c bezüglichen 
unmittelbar aus (1B); da ferner a0 """' a'- (b+c) = 01 + (b-c) ist, so 
folgt r.. B. a' < a0 < a1 ; da endlich b' = a"- (b +c) und o1 = 112 + (b-c), 
r.ufolge ( 17) aher auch a" <_a' und ll2 > a1 ist, so ergiebt sich b' < a0 < b1 1 
womit ( 1 H) vollständig bew1esen ist. 
Fiigt 111an r.u diese11 ursprünglichen Theilbarkeiten noch diejenigen 
hinw, welehe :ms ihnen naeh ~atz III in § 1 ableitbar sind, und bezeichnet 
man mit tp(m) die Anzahl aller so erhaltenen Theiler n von m, welche 
von Jll und von einander verschieden sind, so ergiebt sich successive 
tp(b"")= o, tp(a"')=- 1, tp(a")= 3, tp(b')= 7, 
tp(a') = 4, tp(a) = fi, tp(no) = 9, tp(b
1
) = 14, 
tp(a1) = 11, tp(a2) = 17, tp(ll3) = 21, tp(b4) = 27; 
rechnet man noch die ents_prec~enden Anzahlen für die mit b, c bezeich-
neten Moduln hinzu, so wml dJe Summe aller tp(m) = 261, und dies ist 
also die Anzahl aller auf d_iesem _weg~ gewonnenen Theilbarkeiten m > n. 
Dass hiermit auch allf~ ~heJlharke_Jten mnerhalb der allgemeinen Gruppe i) 
erschiipft sind, ergiebt siCh zuglewh aus dem Polgenden. 
Wir wr,ndeu nns jetzt zu den iihrigen Paaren m, n, um die ent-
sprechenden Moduln 111 =t-~ 11 a~zugeben; des Raumes und des leichteren 
Ueberblieks wegen begnngen WJr uns, nnr 29 solche Paare zu betrachten, 
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aus deneu die übrigen durch Vertauschungen von a, b, c hervorgehen; 
unter diesen 2fl dualistischen Formelpaaren sind 19 Repräsentanten von 
je 3, und 10 Repräsentanten von je 6 Formelpaaren, woraus sich ihre 









a + a"' = b"", 
1 
, + ", - .._"" a a - u , 
I a" + a"' = b"", 0'" + a"' = b"", 
lb + c = a"', b + c' = a"', b' + c' = a"', 
lb + c" = a"' b' + c" = a"' : b" + c" = a'" , 
a + b1 = a", 
a + b0 = a", 
a' + b1 = a", 
a' + D0 = a", 
a +b' = a"' 
a' +b' = a" 
Ja1 + D1 = b: , 
lll0 + b1 = b, , llo + D0 = b 
a + a3 = a' 
a + b2 = a' 
a + b1 = a' 
a + a0 = a' , 
Ia + a3 = a0 , a: + D2 = a0 , al + bl = llo ' 
{a2 + lla = bl ' 
(12 + b2 = bl ' 
Ds + Cs = a2 ' 
a - a3 = b4 
al- lls = b4 
lls- lls = b4 ' 
Ds- lls = b4 
b-c=a3 
b -c1 =a3 
bl- Cl= lls 
b -c2 =a3 ' 
b1 - c2 = a3 
bs-C2=as 
a - b' = ns 
a - b" = a2 
at- b' = lls 
al - bo === a2 ' 
a - b1 = a2 
al- bl = a2 
a - a"' = a1 
a - b" === a1 
... , ' a -u =a1 
a -ao =al 
a' - a"' = a0l 
a'- b" = a0 , 
a'- b' = no 
a" - a"' = b' } 
a"- b" = b' ' 




Der Beweis dieser 2!1 Doppelsätze, welche hier in acht Gruppen (19) 
bis (2<i) 11;etheilt sind, iHt nun keineswegs so mühselig, wie man auf den 
ersten Blick befürchten kiinnte. Zun1ichst ergiebt sich aus dem dualistischen 
Charakter der Onwdgeset11e ( 1), (2), (i~) und des specifischen Modul-
gesetzes VIII oder ( H), sowie aus der entsprechenden Bezeichnung durch 
obere Aceente nnd untere Indiees in den Definitionen (fl) bis (14), dass 
von j!•dem l>oppelsat11e nur dPr erste, auf die Operation + bezügliche 
Theil bewiesen IIU werden braucht, weil hieraus durch gänzliche Ver-
tausehung von + mit - der zweite Theil von selbst hervorgeht. Sodann 
üher11eugt man sid1 Ieieht, dass von den in einer Gruppe vereinigten 
:-liitzeu iwmer nur der asff' lll + n = V hesonders zu beweisen ist, weil die 
ii urigen die gemeinsame Form m' + n' = V haben, wo m', n' zufolge der 
schon hewiesenen 'rheillmrkeiten (lf>) bis (1 H) den Bedingungen m > m' > p, 
n > n' > p genügen, woraus naeh den Sätzen V und Ill in § 1 wirklich 
m' + tt' = p folgt. Hiernach erledigt sid1 unser Beweis durch die folgen-
den Betrachtungen. 
Der erste Rat11 in der Gruppe (H)') folgt unmittelbar aus den Defi-
nitionen (fJ') und ( 11') von b"'' und a"'. 
Die ersteu Siitze in den fünf Gruppen (20'), (23'), (24'), (25'), (26') 
erscheinen nur als Wiederholungen der Definitionen (11'), (13'), (14"), 
(10"), (12"), wenn man die Definitionen (11"), (13"), (12") beachtet. 
Stützt man sich hierauf, so ergeben sich endlich auch die ersten 
Sätze in den beiden Gruppen (21 '), (22') auf folgende Weise aus dem 
unter der Voraussetzung b < m geltenden Modulgesetze VIII 
(V-b) + m = Cv+m)- b. 
Setzt man nämlich V= b, b = c + a = b"', m = a, so ist die Voraus-
setzung b < m erfüllt, und zufolge der schon bewiesenen Sätze (23"), (26") 
wird V- b = b- b"'= 01 , also (V-b) + m = b1 + a, ferner p + m 
= 6 + a = c'", (V+ m)- b = c"'- b"' = a", wodurch (21') bewiesen 
ist. Setzt man aber V= a, b = 6 + c = a'", m = b- (c + a) = 611 
so ist znfolge IV in § 1 die Voraussetzung b < m erfüllt, und zufolge der 
schon bewiesenen Slitze (2:3"), (21'), (25") wird V- b = a- a'" = a1, 
also (p--b) + 1l\ = 01 + b11 ferner p + m = a + b1 = a", (p+m)- b 
= a"- a'" = b', wodureh auch (22') bewiesen ist. 
Hiermit ist der vollständige Beweis erbracht, dass je zwei Moduln 
m, n unseres Systems '1l immer 11wei in demselben Systeme enthaltene 
Moduln 111 +: n erzeugen; mithin bilden diese 28 Moduln wirklich eine Dual-
gruppe '!J. Die Gesammtheit aller Erzeugnisse 11t +: n ist in der beigefügten 
Ta/)(:lle (R. 3RO, mq) darge:;tellt, zu deren Erläuterung ich nur Folgendes 
hemerke. .fe na<'hclem das Kreulllmgsfeld der Zeile m mit der Spalte n 
in die rechte ohere oder in die linke untere Hälfte fällt, enthält dasselbe 
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den Modul m + n oder den Modul m- n, und um die Trennung 
zwischen diesen beiden Hälften für das Auge recht deutlich zu machen, 
sind die den Fällen m = n = m ± n entsprechenden Diagonalfelder leer 
gelassen; die durch stiirkere Linien bewirkte Theilung der Tabelle in 
Hechtecke von verschiedener Grösse entspricht der später (in § 5) zu be-
trachtenden Eintheilung aller 28 Moduln in neun verschiedene Stufen. 
Aber nun könnte die Frage aufgeworfen werden, ob nicht in der 
Natur der Moduln gewisse, bis jetzt verborgen gebliebene Eigenschaften 
liegen, vermöge deren einige, iiusserlich zwar verschieden gebildete Moduln 
dieser Gruppe '.!) doch immer mit einander identisch sein müssen. Dass 
diese Frage zu 1xmeinen ist, dass also diese 28 Moduln im Allgemeinen 
wirklich von einander verschieden sind, ergiebt sich aus dem folgenden 
Bei~;p1:cl von zweigl?:edrigen .Moduln (D. § 168, S. 494). Es seien a, b, c, d 
vier natürliche Zahlen, alle > 1 und so beschaffen, dass je zwei der drei 
Zahlen a, b, c relative Primzahlen sind, und dass d relative Primzahl zu 
dem Product (h-c) (c-a) (a-b) ist (die kleinsten Zahlen dieser Art 
sind a = 2, b = 3, c = d = 5); bedeutet ferner ro eine irrationale Zahl, 
und setzt man 
a = [ad, 1 + bcro], b = lbd, 1 + caro], c = [cd, 1 + abro], 
so wird: 
b""= L1, ro], 
b' =[1, abcro], 
a"' = [1, aro], 
a" = ll, bcro], 
a' = ld, 1 + bcro], 
04 = abcd[1, ro], 
01 = d[1, abcro ], 
a8 =bcd[1, aro], 
n2 = ad[1, bcro], 
n1 = a[d, 1+bcro], 
Q0 =[d, a+abcro], 
woraus die übrigen 14 Moduln durch Vertauschungen von a, b, c hervor-
gehen. Der allgemeine Satz, aus welchem diese Bestimmungen folgen, 
und auf den ich bei einer anderen Gelegenheit zurückkommen werde, 
lautet: Sind p, p11 p2 , q, q11 q2 sechs (ganze oder gebrochene) rationale 
Zahlen, von denen wir p, p2 , q, q2 als positiv voraussetzen wollen, und 
setzt man 
so wird 
wo die sechs Zahlen d, d1 , i4_, m, m11 m2 , von denen man d, d2 , m, m11 
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kleinsten gemeinsamen Vielfachen(-) in der Dualgruppe 
beliebige Moduln a, o, c erzeugt wird. 
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A = (p, q) = I~t = ~:;:;~' B = (q, p) = ;f{'- = 1;;:2. 
Den Beweis dieses Satzes unterdrücke ich der Kürze halber, und ebenso 
überlasse ich es dem Leser, die Verschiedenheit der obigen 28 Moduln 
:r.u bestätigen, wobei es offenbar nur darauf ankommt :r.u zeigen, dass in 
den Theilbarkeiten (lf>) bis (1H) nirgends eine Identität auftritt, dass sie 
also cclttc 'l'heilbarkeiten sind (D. § lG!J, S. 496). 
§ 3. 
Dns Symbol (m, n) in der nualgruppe ~. 
Ist die An:r.ahl der nach dem Modul n incongruenten Zahlen des 
Moduls 111 endlich, so wird sie durch das Symbol (m, n) bezeichnet, 
während im entgegengesetzten I•'alle (m, n) = 0 geset:r.t wird (D. § 171, 
H. 509-f>IO). Zufolge dieser Bedeutung des Symbols gelten für je zwei 
Moduln m, 1t :r.unächst die beiden Sätze 
(27) 
(2H) 
(m, n) = (m + n, n), 
(m,n)=(m, m-n), 
die wir jetzt auf unsere, durch drei beliebige Moduln a, b, c erzeugte 
Dualgruppe 1> anwenden wollen. Hierbei wählen wir für m, n immer 
das ü~tzte Modulpaar, welches in den Sätzen (19) bis (2G) des § 2 auf-
tritt. Auf diese Weise ergiebt sich aus (19) und (26), wenn man a, b, c 
zweckmäs~ig vertauscht, 
(b"", a"') = (b'", a'") = (b"', c"), 
( as , b 4 ) = (Os , bs ) = ( C2 , ba), 
hierauf aus (20) und (2fl) 
(b"', c") = ( a", c") = (a", b'), 
(c2 , 63) = (c2 , a2 ) = (b1 , a2), 
l1ierauf aus (21) und (24) 
(a", b') = (a', b') = (a', a0), 
(b1 , a2) = (b1 , a1) = (a0, a1), 
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endlich aus (23) 
(a', a0) = (a , a0) = (a , a1), 
(a0 , a1) = (a0 , a) = (a', a ). 
Wendet man auf diese Kette von Gleichungen alle Vertauschungen von 
a, b, c an, so ergiebt sich, dass man sechs Zahlen a', b', c', a11 1111 C1 
in folgender Weise durch je sechs Gleichungen definiren kann: 
a' = (b"", a'") = (b"', c") = ( c'", b") = (a", b') = (a', «o) = (a, at) J 
(29) 1l/ = (b"", b"') = ( c"', a") = ( a'", c") = (b", b') = (b', b0) = (b, b1) , 
c' = (b"", c'") = ( a"', b") = (u"', a") = ( c", b') = ( c', Co) = ( c, cl) 
. 1 at =(a3, b1) = (c~, b3) = (~2 , C3) = (b11 ll2) = (a0, ll1) _ (a:, a) )· 
(•~Ü) l V1 = (b:o b4) = (a~, c3 ) = ( c2 , a:J = (b11 b2) _ (b0 , b1) = (b: b) 
ct = (c3, b4) = (62, a11 ) = (a2, 6s) = (bt, C2)- (co, ct)- (c, c) 
In ganz ähnlicher Weise folgt aus (21) und (24) 
(a", a') = (b', a') = (b', a0), 
und aus (22) 
(a11 a2) = (au b1) = (a0 , b1), 
(b', ll0) = (60 , Uo) = (b0 , b1), 
(a0 , l\) = (a0 , 60 ) = (b', 60), 
und wenn man in diesen Gleichungen alle Vertauschungen von a, b, C 
vornimmt, so ergiebt sich, dass man eine siebente Zahl d definiren kann 
durch die zwölf Gleichungen 
(31) { d= (a", a') = (6", b') = (c", c') = (b', a0) = (b', 60) = (b', c0 ) }· 
= (ap ll2 ) = (bu 62 ) = (cu C2 ) = (a0 , b1) = (60 , b1) = (c01 b1) 
Offenbar enthalten die Gleichungen (29), (30), (31) alle diejenigen 48 
Symbole ( m, ll), in welchen die Moduln m, n eine der 48 in ( 15) bis 
( 18) aufgestellten ursprünglichen Theilbarkeiten m < n darbieten. 
Die siimmtlichen in unserer Dualgruppe 1) auftretenden Symbole 
(nt, n), deren Anzahl = 28 · 2H = 784 ist, zerfallen nun in drei Classen, 
je nachdem die Theilbarkeit m > n oder m < n oder keine solche. Theilbar-
keit besteht. Aus der Definition des Symbols folgt unmittelbar (D. S. 510), 
dass alle 289 Symbole der ersten Classe, zu denen wir auch die 28 Symbole 
(m, m) rechnen, = 1 sind*). Die 234 Symbole der dritten Classe lassen 
*) Stützt man sich nicht auf die Definition des Symbols, sondern nur auf die 
beiden Sätze (l!i), (:.!S), so ergieLt sich zwar, dass alle Symbole der ersten Classe 
denselben Werth haben; dass aber dieser Werth = 1 ist, folgt erst aus dem dritten 
Satze (32), wenn man aussenlern noch die Voraussetzung hinzufügt, dass das Hymbol 
(a, b) nicht für alle Modulpaare a, b \'crschwindet. Aehnliches gilt fiir das in den 
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sich vermöge der Sätze (27), (28) auf zwei Arten durch Symbole der 
zweiten Classe ausdrücken. Unter den 2G1 Symbolen dieser zweiten Classe 
befinden sich zunächst die 48 Symbole (29), (30), (31 ), deren Werthe 
wir durch die sieben ?:ahlen d, a', b', c', a11 b11 c1 bezeichnet haben, und 
die übrigen 213 Symhole, in welehen die Theilharkeit m<n keine ursprüng-
liche, soudem eine abgeleitete ist, lassen sich als Producte dieser Zahlen 
darstellen; hierzu reichen aber die beiden Sätze (27), (28) nicht aus, 
sondern dies geht aus einem dritten Sat:r.e (D. S. 510) hervor, welcher 
darin besteht, dass aus \) < q < t stets 
(32) 
folgt. 
(p, r) = (p, q) (q, r) 
Wir begnügen uns, das hiernach einzuschlagende Verfahren an den-
jenigen Symbolen ( m, tt) der dritten Classe durchzuführen, in denen m, ~ 
mit zwei der drei Moduln a, b, c übereinstimmen. Aus (27) und (11) 
folgt zunächst 
(b, c) = (a"', c); 
nach (1G'), (17'), (18') ist aber 
a"' < c" < c' < c , 
mithin ergiebt sich durch zweimalige Anwendung von (32) 
(b, c) = (a"', c") (c", c') (c', c); 
vertauscht man hierin a, b, c mit einander und drückt man die Factaren 




(b, c) = b',dc11 
(c, a) = c da11 
(a, h) = a' db11 
( c, b) = c',db1 \ 
(a,c)=a,dc1 r 
(b, a) = b da1 J 
Zu demselben Resultate gelangt man aber auch, wenn man den Satz 
(2H) statt (27) anwendet; man erhält zunächst (h, c) = (h, a3), und da 
b < 111 < 02 < a3 ist, so folgt 
(b, c) = (h, bl) (bu b2) (b2, aa), 
was mit (33') identisch ist. Auch in allen anderen Beispielen würde sich 
zeigen, dass die ve1·schiedenen Wege, welche man zur Darstellung eines 
Symhols (m, n) durch die sieben Zahlen d, a', b', c', a11 b11 c1 einschlagen 
kann, immer zu identisehen Resultaten führen, dass also keine Relationen 
zwischen diesen Zahlen bestehen; doch wollen wir auf den Bewe~s dieser 
Behauptung hier nicht eingehen. 
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Aus den Darstellungen (33), welchen man auch die Form 
1 
(b, c) = (b, &"') ( e", c), ( c, & ) = ( c, c"') (&", b) l 
(34) (c, a) = (c, c') (a::' a), (a, c) = (a, a"') (c", e) 
(a, &) = (a, a ) (& , b), (&, a) = (&, &"') (a", a) 
oder die 11-,orm 
(35) 
J (&, e) = (~, ~2) (es, e), 
l (c, a) = (c, c2 ) (aa, a), (a, b) = (a, a2) (&3 , b), 
geben kann, fliesst auch der Satz 
(e, b) = (c, e2 ) (&3 , b) l 
(a, c) = (a, a2) (e3 , c) 
(&, a) = (b, b2) (a8 , a) 
(36) (b, c) ( c, a) ( a, b) = ( c, b) ( a, e) (b, a), 
385 
welchen ich zuerst in der zweiten Auflage von Dirichlet's Vorlesungen 
über Zahlentheorie erwähnt habe (Anmerkung auf S. 4\lO). Daselbst 
findet sjch auch (in etwas abweichender Ausdrucksweise) die folgende 
Bemerkung. Nennt man zwei Moduln a, b verwandt, wenn (a, b) und 
(&, a) von Null verschieden sind (im Sinne von D. § 171, S. 509), so 
sind je zwei mit a verwandte Moduln b, e auch mit einander verwandt. 
Dies ergiebt sich unmittelbar daraus, dass alle Factoren, welche in den 
vorstehenden Ausdrücken (33) oder (34) oder (35) von (b, e) und (e, &) 
auftreten, auch Factoren von mindestens einem der vier Symbole (a, b), 
(b, a), (a, e), (c, a) sind. Man kann daher alle Moduln in Familien ein-
theilen, indem man je zwei Moduln in dieselbe oder in verschiedene 
Familien aufnimmt, je nachdem sie mit einander verwandt sind oder 
nicht; jede Familie ist durch jeden in ihr enthaltenen Modul als Repräsen-
tanten vollständig bestimmt. -
§ 4. 
Idealgruppen. 
In § 2 ist gezeigt, dass die 28 Moduln, aus denen unsere Dual-
gruppe ~ besteht, im Allgemeinen von einander verschieden sind; wir 
wollen jetzt einen besonders bemerkenswerthell Fall anführen, in welchem 
die Anzahl der verschiedenen Moduln erheblich geringer ist. Dies tritt 
immer dann ein, wenn die drei erzeugenden Moduln a, b, e und folglich 
auch die übrigen Moduln der Gruppe ~ Ideale (oder auch Idealbrüche) 
eines endlichen Körpers Q sind, weil dann sehr einfache Beziehungen 
zwischen den beiden durch + bezeichneten Operationen und der Multi-
plication der Moduln bestehe;- (D. § 178); alle Moduln der Gruppe, von 
denen höchstens 18 verschieden sein können, lassen sich, wie man leicht 




findet, in folgender Weise durch b"" und sechs vollständig bestimmte 
Ideale p', q', r', p11 q11 r1 ausdrücken: 
f 
a=q'r'p1 b"", b=r'p'q1 b"", c=p'q'r1 b"" 
a'" = p'b"", b"' = q'b''", c"' = r'b''" 
lf I I 1~1111 (.._lf '(.,.! 'h').."" II I h'ql).._ffll a =a =qru, u =u =ft'u, C =C =t' u 
(37) I) b' = a0 = 00 = C0 = b1 = p'q'r'b"" 
a1 = a2 = l:\ b1 , 61 = 62 = q1 b1 , c1 = C2 = r1 b1 
aa = ql t1 bt, 6a = rt Pt bu Ca = Pt qt bl 
t b, = Pt l1t rl bt 
jedes der drei Paare von Producteu 
q' r1 und r' q1 , r' p1 und p' r1 , p' q1 und q' p1 
besteht aus 11wei relativen Primidealen, und wenn N die Norm im Körper 
Q bedeutet, so gehen die Gleichungen (2.<~), (DO), (Bl) in 
(38) 
über. 
b' = N(q'), 
bt = N(qt), 
d=1 
Wir wollen die drei in diesem Falle auftretenden Specialgesetze*) 
a" = a', a2 = a1 , b' = b1 , d. b. die Gesetze 
(B9) (c+a)-(a+6)=a+(6-c), (c-a)+(a-6)=a-(6+c), 
(40) (6 + c)- (c + a)- (a + 6) = (b- c) + (c- a) + (a- 6) 
noch etwas näher betrachten und beweisen, dass, wenn in irgend einer 
Dualgruppe 0 ausser den Grundgesetzen (1 ), (2), (:~) noch eins dieser 
Specialgesetze allgemein gilt, gewiss auch das Modulgesetz VIII und die 
beiden anderen Gesetze gelten. In der That folgt VIII (unter der Voraus-
setzung b < m) aus (39') oder (39") oder (40), wenn man a, 6, c resp. 
durch m, b, V oder b, m, V oder p, b, m ersetzt; mithin gelten in S 
auch alle Sätze (19) bis (2G). Nimmt man nun an, es gelte das erste 
Specialgesetz a" = a', also auch 6" = 6', so folgt daraus das zweite 
a2 = o1 und das dritte b1 = b', weil zufolge (21"), (23"), (22"), (25") 
resp. a2 = a- 6', ll1 = a- 6", b1 = a'- 6', b' = a"- b" ist. Ebenso 
folgt umgekehrt das erste Gesetz aus dem zweiten, weil a" = a + bv 
*) Sie entsprechen in gewisser Weise dem Operationsgebiet, das in S chrö der 's 
Algebm der Logik (Bd. 1, S. :!01) als der identische <Jalcul bezeichnet wird, im 
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a' = a + bt, und aus dem dritten, weil o" = a + b', a' = a + b1 ist. 
Hiermit ist unsere Behauptung offenbar erwiesen, und wir können jedes 
der drei iiquivalenten Gesetze (39), ( 40) als das Idealgesetz bezeichnen; 
jede Dualgruppe ~ vom Idealtypus ist auch eine Gruppe vom Modultypus, 
während umgekehrt, wie aus dem Beispiele der zweigliedrigen Moduln 
in § 2 erhellt, durchaus nicht jede Gruppe vom Modultypus auch den 
Idealtypus besitzt. -
§ 5. 
Das Kettengesetz in der Dualgruppe ~. 
Die nun folgenden Betrachtungen sind dazu bestimmt, das Wesen 
des Modulgesetzes VIII noch tiefer zu ergründen und dessen Folgen für 
alle Dualgruppen im vom Modultypus zu entwickeln, durch welche diese 
sieh unter den allgemeinen Dualgruppen @ auszeichnen. Hierzu führen 
wir die folgenden, für jede Dualgruppe @ gültigen Benennungen ein. 
Ein Element b soll in @ ein niichstcT Tlwilcr*) des Elementes m heissen, 
wenn erstens b < m, zweitens b verschieden von m, also ein echter Theiler 
von m ist, und. wenn es drittens in dieser Gruppe @ ausser b und m 
kein Element giebt, das ein Theiler von m und zugleich ein Vielfaches 
von b ist; zugleich soll m ein niichstcs Viel(aches von b in @ heissen. 
Nach dieser Erkliirung ist es also, wie wir hervorheben müssen, sehr 
wohl möglich, dass ein Element b, welches in @ ein nächster Theiler 
des Elementes m ist, in einer grösseren Dualgruppe 4>, welche ausser 
den Elementen von @ noch andere Elemente enthält, zwar immer ein 
echter, aber doch kein nächster Theiler von m ist; so lange es sich aber 
nur um die Elemente einer einzigen bestimmten Gruppe @ handelt, wollen 
wir unbedenklich den Zusatz "in @" fortlassen. 
Nehmen wir als Beispiel unsere aus drei beliebigen Moduln a, b, c 
erzeugte Gruppe ~ und setzen wir voraus, dass alle 28 Moduln dieser 
Gruppe VCTschiedcn sind, so leuchtet ein, dass in den 48 ursprünglichen 
Theilbarkeiten (15) bis (lH) sich alle und nur solche Paare von Moduln 
b, m finden, von denen der eine b ein nächster Theiler des anderen m 
in ~ ist. Die vier Moduln b"", b', bv 04 bilden aber für sich eine 
Dualgruppe ~' und jeder von ihnen ist in ~' aber nicht in ~' ein 
nächster Theiler des folgenden. Ebenso bilden die vier Moduln b, c, 
a'", 03 für sich eine Gruppe ~' und b, c sind in ~' aber nicht in ~' 
nächste Vielfache von a"' und nächste Theiler von a3 . 
*) V crgl. D. ß 171, R. 511, wo in der Anmerkung diese Benennung für die 
aus allen Jtloduln bestehende Dualgruppe eingcfiihrt ist. 
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Unter einer Kette der Dualgruppe @ wolien wir eine endliche Folge 
von mindestens zwei Elementen in @ verstehen, deren jedes ein nächster 
Theiler des nächstfolgenden Elementes ist; diese Elemente sollen die 
Oücder der Kette, und dns erste und letzte Glied sollen resp. der Anfang 
und das .Ende der Kette lteissen; die um eins verminderte Anzahl der 
Glieder nennen wir die Diu_r;c der Kette. Wenn zwei Ketten denselben 
Anfang und dasselbe Ende haben, so mögen sie äqnivrtlent heissen, und 
wenn alle Glieder einer Kette Sj auch Glieder einer Kette sr sind, so 
nennen wir Sj eine Theilkrttc von sr. 
Nehmen wir als Beispiel wieder unsere aus 28 verschiedenen Moduln 
bestehende Gruppe :D, so leuehtet ein, dass alle in ihr vorhandenen 
Ketten sieh ebenfalls aus den Theilbarkeiten (15) bis (18) ergeben müssen. 
Wir wollen nur einige von ihnen betrachten. Es giebt zwei verschiedene 
äquivnlente Ketten 
b"" b"' a" a' a und b"" c"' a" a' a, 
welche vom AntiLug b"" zum Ende a führen, während acht verschiedene 
äquivalente Ketten 
b"" b'" a" a' a0, 
b"" b'" a" b' 00 , 
b"" c"' b'' b' a0 , 
b"'' a"' c" b' a0 , 
b'"' c'" a" a' a0 , 
b'"' c'" a" b' a0 , 
b"" a"' b" b' a0 , 
b"" b"' c" b' 00 
den Anfang b"" und das Ende a0 haben. Man überzeugt sich ferner 
leicht, dass jede von b"" nach b4 führende Kette einen und nur einen 
der sechs Moduln a, b, c, aa, b0 , C0 als Glied enthalten muss, und aus 
der Symmetrie der Gruppe SD folgt, dass die Anzahl aller dieser ver-
schiedenen iiquivalenten Ketten = 3 · 22 + 3 . B2 = 204 ist; in diesen 
Ketten sind alle anderen als Theilketten enthalten. 
Die wichtigste Erscheinung in dieser Modulgruppe SD besteht aber 
darin, dass je zwei äquivalente .Kctu~n audt dieselbe Gliederanzahl, r1lso 
auclt dieselbe Liin.rJe besitzen. Um dieses Kettengesetz in SD thatsächlich 
nachzuweisen, vertheilen wir die 28 Moduln in neun verschiedenen Stufen 
S11 , ·wo n die ganzen Zahlen von - 4 bis + 4 durchläuft, und zwar 
soll bestehen die Stufe 
S--4 aus b"'' s aus b4 
,.) ' 4 8-:l " a"'' b'" c'", Sa a3, b3, c3 ' " (41) s_2 " a" ' 6" c" s~ a.., 6~, c2 ' ' " fL1 b' a ' b' c', 81 ))11 Ov bv 
" ' ' ' " So aus a, b, c, ao, 6o, Cu 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063764
Feber die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe. 389 
Betrachtet man nun zwei beliebige aufeinander folgende Stufen Sn-t und 
8,., so lehrt ein Blick auf die Theilbarkeiten (15) bis (18), dass die 
nächsten Viclf"aehen eines l1cliebigen Elementes der Stufe Sn-t sämmtlid~ 
in d!'r St11{c S" cntlwltm~ sind, woraus von selbst folgt, dass auch die 
nächsten Tlteiler eiur:s beliebigen Elementes der Stuf"c Sn sämmtlich der 
Stufi~ 8"_ 1 angehürm. Hat mau sich hiervou überzeugt, so leuchtet die 
Wahrheit des obigen Kettengesetzes unmittelbar ein; denn, wenn der 
Anfang einer Kette in der Stufe Sm, ihr Ende in der Stufe Sm+n liegt, 
so ist offenbar ihre Liing1~ = n. 
§ 6. 
ßeziehuug zwischen dem Modul- und dem Kettengesetz. 
Durch die Wahl der Bezeichnung in der Gruppe ~ von 28 Moduln 
erscheint das eben besprochene Kettengesetz so selbstverständlich, dass 
man versneht sein könnte zu glauben, es müsse in jeder Dualgruppe 
herrschen. Um dieser Meinung sogleich entgegenzutreten, stellen w1r 
folgenden Satz auf: 
IX. Wenn in einer Dualgruppe ~ das Modulgesetz VIII nicht all-
gemein gilt, so ist in .\) eine aus fünf verschiedenen Elementen bestehende 
Dualgruppe @ enthalten, in welcher weder das Modulgesetz noch das 
Kettengesetz gilt. 
Beweis. . Wir wollen zunächst den auch sonst nützlieben Satz be-
weisen, dass drei Elemente a, b, c einer beliebigen Dualgruppe ~' welche 
eine Theilbarkeit 
b < c, b + c = b, b- c = c 
darbieten, im Allgemeinen eine aus neun Elementen bestehende Dual-
gruppe .\)' erzeugen; dieselbe enthält ausser a, b, c noch sechs Elemente, 
die wir wie in (11) und (13) durch 
definiren. 
barkeiten 
o3 = a- c, 
b"' = a + c, 
D1 = b - ( a + c), 
Zunächst ergeben sich die 
c"' < b , b"'· 
' 
b < bl 
(1"' < tl ' bl 
o1 < c' 
c'" = a + b, 
Ca= a-b, 
c' = c +(a-b) 
folgenden 11 ursprünglichen 
b3 > c ' Ca' 
c > c', 
C3 > 0, c', 






deren letzte mit dem Sab~e VII in § 1 übereinstimmt, wenn dort die 
I~lemente p, b, m resp. durch a, b, c ersetzt werden; die übrigen folgeJJ 
mit JWeksieht auf b < c unmittelbar aus den Definitionen. Es giebt nut 
sechs Paare von Elementen, welche keine Theilbarkeit darbieten; die 
beiden Paare a, c und a, fJ erzeugen durch die Operationen + die oben 
definirten Elemente 0:11 b'", c"', C:;; für die übrigen vier P~;e ergiebt 
sich aus den Definitionen: 
(4~) 
(43) 
b + b"' = c"' , 
b- 6'" = 01' 
a + c' = b"', 
a + 61 = b"', 
c- c3 = fJ3 , 
c + c3 = c', 
a-ol=c3, 
a- c' = c3 
und zwar folgen die Siitze ( 4ß) aus den Siitzen ( 42) mit Rücksicht auf 
(. , (."' <" ( • " c' liJ < c' ll --.. 11' (3 / . 
Hiermit ist hewiesen, dass die neun Elemente 
wirklich eme in .p enthaltene Dualgruppe Sj' bilden, und wir wollen ihre 
Constitution, weil sie für manche Untersuchungen wichtig ist, in der 
folgenden Tabelle darstellen. 
C:l : c I {J~ -:-+ 
~"Ii b. c'"! c"' c"'! r"'! r"'' c"'! ~" r ·I F 
o"' 11 o"' bl o"' u'" il u"' 
b!'\\bl bl bl bl-lbl 
a i: a C:1 b"' a ~-;-
c'_ j c' c' c' c~ -\\ ~,-
-c:l Ii- ~3 _ 
1 
C:1 c' c~_]l~~-
c ): c I c I 3 I b~--1 , 6:; I b~ I 0:; :Os b;; ~-{J~-~ b3-) b3 , b ~~~---~------- 1. 3 -~~"' i b : b"' 1 bt I a_~_j~1 JcJ~I __ _ 
Das Durchschnittsff)ld der Zeile ll1 und der Spalte n enth"lt 
· hd · a das EI 
ment m + 11 oder ll1 - 1l, Je nae em d1eses l<'eld der recht e-
oder der linken unteren Hiilfte der Tabelle an(}'eh(irt· die Di en Ioberen 
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welche den Fällen m = n = m ± n entsprechen, sind zur Erleichterung 
des Ueberblicks leer gelassen. 
Wenn in der Dualgruppe ,P das Modulgesetz VIII herrscht, so ist 
b1 = c', und die durch a, b, c erzeugte Dualgruppe ,P' besteht also aus 
höchstens adtt Elementen. Dasselbe ergiebt sich aus der Constitution 
der ohen lJetrachteten Gruppe 1:1 von 2R Moduln; denn aus der jetzigen 
Annahme b < c folgen leicht die 20 Identitäten 
c" = c' = b' = Uo = Vo = Co = bl = bl = b2' 
a"' = b" = b' = b; 
b," ;, a' =a = ; 
b'"' = c"'; 
at = a2 = Cs, 
03 = b-1. 
. Wenn aber, wie wir im Folgenden annehmen wollen, in der Dual-
gruppe ~ das Modulgesetzt VIII nicht allgemein gilt, so dürfen wir voraus-
setzen, die obigen drei Elemente a, b, c seien mit Berücksichtigung der 
Bedingung l.J < c aus ,') so ausgewählt, dass b1 verschieden von c', also 
b1 ein echter Theiler von c' ist. Wir wollen nun zeigen, dass in diesem 
Falle die fünf Elemente 
b'", bl, n, c', es, 
welche zufolge der mittleren 25 Felder der obigen Tabelle offenbar für 
sich eine Dualgruppe @ bilden*), gewiss von einander verschieden sind; 
*) Denn je zwei Elemente m, n in & erzeugen zwei in @ enthaltene Elemente 
m ± n, und ausserdem gelten die Gnmdgesetze (1), (2), (3) für alle Elemente der 
Dualgruppe ~~ also auch für alle Elemente von @. Dieser Schluss beruht also auf 
der Hypothese, dass wirklich eine Dualgruppe ~ existirt, in welcher das Modulgesetz 
nicht allgemein gilt, und es bleibt daher immer noch zweifelhaft, ob diese Hypothese 
unseres durchaus richtigen Satzes IX an sich zulässig ist, weil sie vielleicht den 
Grundgesetzen (1), (2), (3) einer jeden Dualgruppe widersprechen könnte. Dieser 
Zweifel, welcher für den allgemeinen Begriff der Dualgruppe von Bedeutung ist, 
wird nur dadurch beseitigt, dass fiir das System @, in welchem die Zeichen ± 
durch die obige Tabelle und die Annahme der Gesetze (1) und (4) vollständig er-
klärt sind, auch die Gesetze (2) und (3) als identisch erfüllt nachgewiesen werden. 
Dies ist in § 4 meiner in der Einleitung citirten Schrift (1897) wirklich geschehen; 
in der That geht die erste der beiden dort auf S. 14 angeführten Dualgruppen in 
unsere Gruppe @ iiber, wenn man a, ß, y, d', E resp. durch c', a, b1 , b"', ~ ersetzt. 
Der auf S. 17 daselbst gegebene Beweis besteht aber nicht in der unmittelbaren 
Verification aller Identitäten (2) und (3), sondern er beruht auf einer allgemeinen 
Transformation der Grundgesetze (1), (2), (3) in eine ganz andere Gestalt, in welcher 
die Operationen ± selbst gar nicht mehr auftreten. Ich bemerke hierbei, dass für 
endliche Dualgruppen 2( die dortige Eigenschaft VI auf S. 15 durch die folgende ein-
fachere ersetzt werden kann: Für je zwei Dinge a, ß in 2l giebt es mindestens ein 
Ding ~~~ in \!( von der Art, dass a, ß beide in dem System IA't' enthalten sind. 
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hied>ei stützt>n wir uns auf die ldentitäten (42), (43) und auf die schon 
vorher aufgestellten 'l'heilharkeiten 
(44) 
(4f>) 
b'" < n < c3 , 
b"' < b1 < c' < C3 
uml behaupten zuniichst, dass 
( 41i) weder b1 < n noch a < c' 
sein kann. Wiire nämlich 01 < a, so würde aus (4ß'), (42"), (43"), (42') 
der l{eilw nad1 b1 = b"', n = c:1' c' < n, c' = b"', also auch b1 = c' 
fr>lgen, und zu demseihen Widerspruch mit unserer Voraussetzung würde 
die Ann:thme a < c' führen, weil hieraus nach (43"), (42'), (43'), (42") 
sich c' = l'a, n = 6"', \l < 61 , 01 = Ca ergeben würde. Da ferner {J1 < c' 
ist, so folgt aus (4(i) offenbar, dass keins der beiden Elemente b
1
, c' ein 
'rheiler oder Pin Vielfaches von n sein kann, und hieraus ergiebt sich 
weiter, dass in ( 44) und ( 4f>) nur echte Theilbarkeiten auftreten; wäre 
niimlieh 6"' = n oder n = C3 , so würde aus ( 45) entsprechend n < c' 
oder 61 < n folgen, und wiire 6"' = 61 oder c' = C3 , so würde aus ( 44) 
entsprechend b1 < n oder \l < c' folgen, was Alles im Widerspruch mit 
(4ti) steht. Wir schliessen hieraus, dass alle fünf Elemente der Dual-
gruppe ® wirklieh von einander verschieden sind, weil auch jede der 
beiden Annahmen a = b1 oder a = c' durch ( 4G) verboten ist. 
In dieser Dualgruppe (\) gilt das Modulgesetz VIII nicht, denn sonst 
müsste, weil b1 < c' ist, auch (n- bl) + c' = (a + c')- b1 sein, während 
doch aus ( 42) folgt, dass 
( a - b1) + c' = c3 + c' = c' und ( a + c') - V1 = b'" - 1)1 = 01 
ist. Wir he~aur:ten endlich, ~~ss di~ dr~i El;me~te b"', a, c
3 
in (44) 
und ebenso dw v1er Elemente b , 011 C, \3 m (4n) eme Kette in @ bilden. 
wiire niimlich b'" kein nächster Theiler von a, oder c8 kein nächstes Viel~ 
fiwhes von a, so müsste mindestens eins der beiden anderen Elemente 
{J 11 c' ein Theiler oder ein Vielfaches von a sein, was, wie schon erwähnt 
zufolge ( 4fi) unm(iglich ist, und aus demselben Grunde folgt offenb ' 
dass auch die vier Elemente in ( 45) eine Kette bilden. Da nun b ·~r, 
Ketten denselben Anfang b"' und dasselbe Ende c3 , aber verschiedel e 
· 'lt · I G ru. ene Liinge besitzen, so g1 m l er rnppe 1.'!.1 auch das Kettengesetz nicht. 
Den hiermit bewiesenen Satz IX können wir offenbar auch so aus-
sprechen: 
X. Wenn in einer Dual~-,rruppe ,tJ und in allen ihren Theilgruppen 
das Kettengesetz gilt, so gilt in ihr auch das Modulgesetz. 
Hierzu ist Folgendes wohl zu bemerken. Man könnte es vielleicht 
fiir m·lanbt halten, die strenge Priimisse dieses Satzes dahin abzuschwächen 
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dass die Gülti~keit des Kettengesetzes nur für die Gruppe .5) selbst voraus-
gesetzt wird; von dieser irrigen Meinung wird man aber sogleich zurück-
kommen, wenn man sich erinnert, dass die Definitionen eines nächsten 
Theilers und einer Kette in .5) sieh wesentlich auf die Betrachtung aller 
Elemente von .') nnd nur dieser Elemente stützen (§ 5). Man kann sich 
in der That leieht überzeugen, dass das Kettengesetz in einer Dualgruppe 
.p gültig und doeh in einer Theilgruppe @ von .5) ungültig sein kann. 
Das Pinfachste Beispiel dieser Erscheinung erhält man, wenn man zu den 
fünf verschiedenen Elementen l11 = b"', bv a, c', c3 , aus denen die eben 
hetraehtete Dualgruppe @ besteht, noch ein von ihnen verschiedenes 
sechstes Element 1\ hinzufügt und für dasselbe die Operationen ± gemäss 
(4) und (1) durch n-f::-n=n, m ± n = n ± m, und zwar im Einzelnen 
durch 
n+b"' =b'", n+ b1 =b"', n+a=a, n +c' =b"', n+c3 =n, 
n-b"'=n , n-a=tt, n-c'=c3 , 
definirt. Die genaue Prüfung (vergl. die letzte Anmerkung) ergiebt dann, 
dass diese sechs Elemente wirkli(~h eine Dualgruppe .p bilden, und dass 
in derselben das Kettengesetz; gilt, weil das einzige Paar äquivalenter ver-
schiedener Ketten aus den heiden Ketten b"' a tt c3 und b"' b1 c' c3 besteht, 
welche dieselbe Liinge ß besitz;en. -
Nennen wir jede Dualgruppe ffi?, in welcher das Modulgesetz VIII 
allgemein gilt, eine JJ[odulgruppe, auch wenn ihre Elemente keine Moduln 
sind so wollen wir nun umgekehrt zeigen, dass in jeder solchen Gruppe 
I 
auch das Kettengesetz; gilt. Dies geschieht durch die folgende lteihe von 
Siitzen. 
XI. Sind a, b zwei beliebige Elemente einer Modulgn1ppe ffi'l, so 
besteht zwischen der Gruppe aller derjenigen Elemente b' in ffi?, welche 
den Bedingungen 
(47) a + b < b' < b 
genügen, und der Gruppe aller derjenigen Elemente a1 in ffi?, welche den 
Bedingungen 
( 41-1) a < a1 < a - b 
genügen, eine gegenseitige eindeutige Correspondenz, welche dmch jede 
der beiden, wechselseitig aus einander folgenden Beziehungen 
(49) a1 =a-b', 
(50) b' = 6 + al 
ausgedrückt wird (D. ~ 1G9, S. 4!)9, Anmerkung). 
Beweis. Unsere Behauptung besteht darin, dass aus (47) und (49) 




0 _ (a + !J) / o -- {J' < a b, was r.ufolge (3) und (4!1) mit (4B) über-
einstinnnt, und d:t (J' <- !J ist, so folgt nach dem Modulgesetz VIII auch 
(a + !J)- (J' = (0- b') + b, was naeh (47) und (4D) mit (fJO) über-
Pinsti11m1t. Um~ekehrt fol~t mts (4S) und (f>O) r.unä<~hst o + b < a1 + b 
.·· (ll ~- b) + b, also ( 47 ), und da Ct < l11 ist, so folgt nach dem Modul-
gmwtr. :weh (o.- .b) + 01 = (111 + b)- o, was wfolge (4k) und (50) 
111 it ( 4!1) ii heremstmnnt, w. :1.. b. w. 
XII. Sind a, b I~lmnente einer Modulgruppe Wl, und ist ll + 0 ein 
niiehster Theiler von {J, so ist a ein uächste1· Theiler von a _ 0, und 
umgekehrt. 
Beweis. Ist a + b ein niichster, also auch ein echter Theile ... 
. .. . . ~ von 
(J so fol"t zuuachst, dass a auch em echter Thetler von a - '- 1· 8t .1 ' ,.., . u , we1 
aus a = 0- b :weh 0 + {J = .b folgen würde; genügt nun ein in m 
enthaltenes Element a1 den Bedmgungen ( 4S), so gehört auch d 
, f.' . - 1.) .1 (' cm as ent-sprechende Element v Jll (n ) uer xruppe ~IJl an, und da zugleich (47) 
und (~!J) gilt, so ist t'ntmeder. b' .. o-!- b, .als~) 01 =.(a + b) _ a = a 
oder 0 = (J, :tlso a1 = a - b, nntluu 1st wtrkhch a em n:ichste Tl . ' 
, c r 1mler 
von a - b. Umgekehrt, wenn Letzteres der Fall, also o auch · 
f. · • •• em echter 
Tlwiler von o- v tst, so folgt :~.unachst, dass a + o auch · 
. . eln echter 
'l'heiler von (J tst, wetl aus 0 + I.J = b auch a = a - 0 fol e .. 
. . m) tl lt El '-' I g n wurde. genügt nun em m ~Jl en m enes ement u 1 en Bedingungen ( 4 7 ' 
gehiirt anch das durch U!l) defiuirte Element a1 der Gruppe WC ), 80 
da :;r,wrleieh ( 4H) und (fJ()) gilt, so ist mtwedcr o, = 0 also v an, und 
,.., . ' u-a+{J 
oder a1 = a -~ b, also V'= (a-b)+ b = b; mithin ist wirklich ' 
ein nii.chster 'l'heiler von b, w. z. h. w. ll + b 
XIII. Ist b ein näehster Theiler von m in der Modulgru 
V ein beliebiges ~lement in 9Jl, so ist entweder V + b = r;~ WC, und 
V - b ein niiehster 'fheiler von V - m, oder es ist V _ b = _ m und 
V + b ein nächster 'fheiler von p + nt. p nt und 
Beweis. Ans der Annahme b < m folat nach dem Mod I 
dass man ein Element q in der doppelten Form u gesetz VIII, 
q =(V+ m)- b = (p- b) + m 
detiniren kann; dasseihe ist offeuhar in 9Jl enthalten und .. 
. h' 'l . genugt den B 
dingungen b < q < ll1' nnt m muss, wet b em nächster The'l e-
. 1 l · 1 F"Il 1 er Von ist, einer und nnr e111er 1 er )CH en a e q = b oder q _ . m 
Im erstr:n Falle ist b =(V- b) + m, und da p + (p _ b) V :t emtreten. 
hieraus p + b =V+ m; setzt man nun u = p _ b b = ' so folgt 
' m, so · 
a + b = b, a -~ b = V -- b - m = P - m; es ist daher a Wl~d 
nächster 'J'heiler von b, also nach dem vorigeu Satze auch + 0 elll 
. P-b · 
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und da \J- (\) + m) = \J ist, so folgt \J- m = p- b; setzt man jetzt 
a = b, b = \J + m, so wird a + b = \J + m + b = \J + b, a - b = m; 
es ist daher a ein nächster Theiler von a - b, also nach dem vorigen 
Satze auch lJ + b ein nächster 'l'heiler von \J + m, w. z. b. w. 
XIV. VVenn ein Element b einer Modulgruppe im zwei verschiedene 
nächste Vielfache a, b besitzt, so ist a + b = b, und a- b ist ein 
nächstes Vielfaches von a und von &. Besitzt ein Element m zwei ver-
schiedene nächste 'l'heiler a, b, so ist a-b= m, und a + b ist ein 
nächster Theiler von a und von b. 
Beweis. Zufolge der ersten Annahme ist b ein gemeinsamer Theiler 
von a, b, also anch ein '!'heiler von a + b, mithin 
b < a + b < a, 
wäre nuu a + (J verschieden voll b, so müsste, weil b eill llächster Theiler 
von a ulld voll (J ist, a + b = a und zugleich a + b = b, also auch 
a = b sein, was unserer Annahme widerspricht; mithin ist a + b = b 
ein nächster Theiler von a und b, woraus nach XII folgt, dass b und a 
nächste Theiler von a - (J sind. Zufolge der zweiten Annahme ist m ein 
gemeinsames Vielfaches von a, b, also auch ein Vielfaches von a - b, 
mithin 
a <a-b< m, b<a-b<m; 
wäre nun a - b verschieden von m, so müsste, weil a und b nächste 
Theiler von l1t sind, a - (J = a = b sein, was unserer Annahme wider-
spricht; mithin ist a-b= m ein nächstes Vielfaches von a und b, woraus 
nach XII folgt, dass a + b ein nächster Theiler von b und a ist, w. z. b. w. 
Um alle wesentlieh verschiedenen Beispiele zu diesem Satze zu finden, 
welche unsere obige Gruppe ~ von 2H verschiedenen .Moduln darbietet, 
braucht man nur die letzten Sätze in (19) bis (26) mit den Theilbarkeiten 
in (15) bis (18) zu vergleichen; so erhält man 
a"' + 0'"= b"", 
a" + b" = c'" , 
a' + b' = a", 
00 + 00 = b' , 
a + a0 = a' , 
al + bl = Oo ' 
~ + b2 = bl ' 
a3 + b3 = c2 ' 
a"'- b'"= c", 
a"- b" = b', 
a'- b' = o0 , 
Oo- bo = bu 
a -a0 =o11 
a1 - b1 = a~, 
a2- b2 = c3, 
Os-ba= b4. 
Wir wollen ferner bemerken, dass die im ersten Theile des Satzes 




wiihrend die auf a _ 6 heziigliehc Behauptung wesentlich auf der Voraus-
setzung des Modulgest•tzes 1>eruht; bctraehten wir. z. B. die Dualgruppe @, 
welehe wir bei dem BPweise dt•s ~atzes IX gebtldet haben, so sind die 
beiden Elemente a, 61 nii1~hste Vielfache von u'" = a + b1 , aber nur a, 
uieht 1)
1
, ist ein nii,·hster 'l'heiler von C3 = a - f>t · Ebenso gilt im 
zm:ilen Theile nur die Behauptung a - 6 = 1lt allgemein für jede Dual-
gruppe, wiihrend die auf a + b bezügliche wieder auf dem Modulgesetz 
beruht. 
X V. Wenn in der Modulgruppe 9Jl eine Kette Si' aus den n + 1 
Gliedern 
(f> 1) 
hesteht, und wenn em Element V der Gruppe 9Jl den Bedingungen 
0~ ~<v<t 
geniigt, so gi1~bt es in 9Jl mindestens eine mit ~ äquivalente Rette m, 
in welcher das Gli1~d V auftritt. ·t' 
Beweis. Dur<'.hHiuft t alle Elemente der Kette Sl', und bild man 
alle ]~ Iernente V + f, so erhält man zu folge (52) die beiden Reihe~ 
C>i~) V + fo = to, V + fl ···V+ f.. 1, V + f" = p, 
(f>4) lJ -- fo = lJ, V- ft ···V- f"-1, V- f .. = f 
ll• 
Sieht man die zweite als eine Fortsetzung der ersten an 8 
., 'I m' . l h ff t • d ' o entsteht e' e (.mmmmtrm w t', m we c er o enoar Je es Element ei T . lll 
folgenden ist. ~ind ~.,wei soleh. e auf einander folgende Eiern nt heiler des 
II en e Vers J . d so folgt m.ts dem .. Sat~e X I, dass das erste ein nächster T . c tle en, 
folg<'nden 1st; behalt man daher von mehreren ,f}leichen hel~e:r des 
folg11ndeu Blementen immer nur eins bei, so entsteht aus ~' a~f einander 
deren Anfang = f0 , deren Ende = f" ist, und in welch eine Kette~~ 
auftritt, w. z. b. w. er das Glied p 
Z u s atz. Diese Kette ~ hat dieselbe Länge n wie ~ 
beweisen, vertheilen wir dien Indices 0, 1, 2 ... (n-1) in· U::tn dies zu 
Classen, dere11 erstn alle diejenigen p Indices 1' enthält f·· zwe1 getrennte 
verschieden von V + f,+t wird, während die zweit: ~;a Welche lJ + fr 
übrigen fJ Indices s hes~eht, fü.r welche als~ V + f., = V + ;:e ~us allen 
ist Tl + q = n, und offtmbar 1st Jl + 1 dte Anzahl all +1 Ist; dann 
. -· er ver h' in der H,t>Jhe (n;3) euthaltenen. Elemente. Aus dem Satze XI sc ledenen, 
hei dem vorhergehenden Bewe1se von XV nur theilweise b li (Welcher 
1 . h ·t· f t . enutzt . t) aber, dass g e~e zm .1g _lJ ~ ,. =V~ t,+1 1 und dass p _ f, V'e 18 folgt 
von p --: f,+1 1st; uuthm 1st q + 1 d1e ~nzahl aller verschiede rsc~ieden 
l~eilw (:)4) Pnthalteuen Elemente. Ih ferner V das einzi nen, ln der 
wt>ldws in hPiden Hl'ilwu zugleich auftritt, so ist die Anz ghel Ele:tnent ist 
a all ' Jütte ~ enthaltenen Elemente = (p + 1) + ( '1 + 1) - 1 = n + 1 er in der 
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Bezeichnet man die auf einander folgenden Elemente dieser Kette~ mit 
Vo Vt · · · Vn-1 V"' 
so ist Vo = f0 , Vn = f", und zugleich leuchtet aus der Bedeutung von Jl 
ein, dass VI' = V ist. 
Um diese durch ein Element V bewirkte Transformation einer Kette~ 
in eine iiquivalente Kette ~ durch Beispiele zu erläutern, kehren wir zu 
der obeu behaudelten, aus 28 verschiedenen Moduln bestehenden Gruppe ';t) 
zurück und betrachten die aus neun Elementen 
b"" b"' a" a' a a1 a2 bs 04 
besteheude Kette ~ von der Länge acht. Wählen wir V= c', so bestehen 
die beiden lteiheu (f>:3), (54) aus den Elementen 
b"" b'" b'" b'" b"' c" r' c' c' 
und die Kette ~ wird 
b"" b'" c" c' C0 b1 a2 b3 b4 ; 
zugleich ist p = :3, q = 5. Wählen wir aber V = b und dieselbe Kette ~' 
so bestehen die beiden Heihen (53), (54) aus den Elementen 
b"" b'"' c"' c"' c"' b" b' b' b 
und die Kette ~ wird 
b"" c"' b" b' b b1 02 C3 b4 ; 
zugleich ist p = q = 4. 
Aus den beiden vorhergehenden Sätzen XIV und XV ergiebt sich 
nun leicht das Kettengesctr:, d. h. der Satz 
XVI. In jeder Modulgruppe im haben je zwei äquivalente Ketten die-
selbe Länge. 
Beweis. Um die Methode der vollständigen Induction anzuwenden, 
sprechen wir den zu beweisenden Satz so aus: Wenn eine Kette ~ der 
Modulgruppe Wl die Länge m hat, so hat jede mit ~ äquivalente Kette ~ 
dieselbe Länge m. Die Wahrheit dieses Satzes für den Fall rn = 1 ergiebt 
sich daraus, dass eine Kette ~ von der Länge 1 nur mit sich selbst 
äquivalent ist; besteht niimlich Si' aus den beiden Elementen a, b, so ist a 
ein nächster Theiler b, und da jedes Element ~ einer Kette Si' ein Viel-
faches von ihrem Anfang und zugleich ein Theiler von ihrem Ende ist, 
so muss, wenn ~ mit St äquivalent ist, a < l) < b, mithin l) = a oder 
l) = b sein, woraus die Identität von ~ und Si' folgt. Nach dem Wesen 
der Inductionsmethode machen wir nun die Hypothese, dass, wem1 n eine 
bestimmte natürliche Zahl bedeutet, unser Satz schon für jede Kette ~ 




·.tuch für J'ede Kette Sl gelten muss, deren Länge rn = n + 1 ist. gewiss " 
Es sei also S~' eine aus den Gliedern 
a t1 f2 ... fn--1 c {J 
bestehende Kette von der Liinge n + 1, und irgend eine mit sr iiquivalente 
KBtte ,P möge aus dPn 1: + '2 Gliedern 
a fh !)2 ..• lJe-1 l), b 
bestehen; wir sollen beweisen, dass c = n ist. Unterdrücken wir in beid~n 
lütten St, .p den gemeinsamen Anfang a, so entsteht aus St' eine Thell-
kette St
1 
von der LiingP- n, deren Anfang und Ende resp. die Elemente 
t
1
, b sind, und dH•nso entspringt aus S) eine Theilkette &)1 von der Länge c, 
deren Anfang und Ende resp. die Elemente 1)11 u sind. Falls nun f1 = lJ1 
ist, so siwl dies1~ beiden Ketten Sf'11 &)1 iiquivalent, und da die Liinge der 
ersteren = u ist, so muss naeh unserer Hypothese auch &)1 dieselbe Liinge 
haben, woraus wirklich c = n folgt. Im entgegengesetzten Falle, wenn 
di 1 ~ beiden Elenwnte f1 , lh verschieden sind, schliessen wir aus dem Satze 
X 1 V, dass sie als niiehstn Vielfache desselben Elementes a aueh nächste 
'l'lwiler desselben ~jlementes f1 - 1)1 sind, das wir mit \) bezeichnen 
wo!l 1:1t. Da f1 uud !)1 auch Theiler desselben Elementes b sind, so genügt 
V oil'!:n bar dm1 Bedingungen f1 < P < b, und folglich gieht es nach dem 
Satzn X V ein~~ 111 it S~' 1 iiqu i valenü~ Kette ~, in welcher \J als Glied auf-
tritt, uud W1~ldw nad1 uusPrer Hypothese dieselbe Liinge n besitzen muss 
wie n. (das Let:t.tere wiirde auch aus !lem Zusatze ZU XV folgen, den wir 
aber lwi dies1~111 Bew1~ise nicht :t.n benutzen brauchen). Da ferner 
1 
wie 
sdton beuwrkt, f1 ~~in niiehster 'I'heiler von \J ist, so muss in dieser Kette 
~ das Glied lJ unmittelbar auf l1 folgen; die Kette 1.ß hat daher die Form 
tl \J ... b. 
N 1111 ist, win olam bf~nwrkt, aud1 IJt P-iu niichster Theiler von \J. ersetzen 
wir dalwr dm1 Aufaug f1 dm· Kette 1-ß durch !)1 , so entsteht' abermals 
Piun Kette 
fh V··· u, 
welehe t!ieselbe Liinge n besitzt wie lß und mit der Kette ~1 äquivalent 
ist; naeh unserer Hypothese muss daher die Länge c dieser Kette ~1 
ebenfalls = n sein, w. z. h. w. 
§ 7. 
Stuftm in t'ndliebeu Modulgrn}lptm. 
Naf'hdP-111 dureh die Siitze X und XVI die Beziehung zwischen dent 
::\lodnlges1~tze und dem Kettengeset:t.e nachgewiesen ist, fügen wir noch 
einige Benwrkungm1 iiber endliche llludulgruppcn hinzu, deren Beweise der 
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L.eser leicht finden ':ird. Unter den Elementen m einer solchen Gruppe an 
glebt es offenbar em und nur ein Element \), welches ein Theiler von 
al~en nt, und ebenso giebt es ein und nur ein Element q, welches ein 
~1elfach~s von allen m ist. vVenn m verschieden von q ist, so giebt es 
m ID1 mmdestens ein nächstes Vielfaches von m, und wenn m verschieden 
von \J ist, so giebt es in ffil mindestens einen nächsten Theiler von m. 
~ enn ferner a ein echter Theiler von b ist, so giebt es immer mindestens 
eme Kette, deren Anfang a, und deren Ende b ist. Hierauf können wir 
alle Elemente der Gruppe an in eine Reihe getrennter, auf einander 
folgender Stufen 8 eintheilen; die unterste oder niedrigste Stufe soll aus 
dem einzigen Element \) bestehen, und diese Stufe wollen wir mit Sp be-
zeichnen, wo p eine beliebig gewählte ganze rationale Zahl ist; wenn 
ferner m ein von \) verschiedenes Element, also ein echtes Vielfaches 
von \) ist, und wenn h die gemeinsame Länge aller Ketten bedeutet, deren 
Anfang \) und deren Ende m ist, so nennen wir die Summe m = p + h 
die St·uf"enzahl von llt und nehmen m in die Stufe Sm auf; ebenso nennen 
wir p die Stufenzahl des Elementes \); ist k die Länge aller von \) nach 
q führenden Ketten, und q = p + k, so besteht die oberste oder höchste 
Stufe S9 offenbar aus dem einzigen Elemente q, und k + 1 ist die Anzahl 
aller verschiedenen Stufen. Ist m ein Element der Stufe Sm, und m < q, 
so finden sich alle nächsten Vielfachen von m in der Stufe Sm+I, und 
wenn m > 11 ist, so finden sich alle nächsten Theiler von m in der Stufe 
Sm- I. Bezeichnet man die Stufenzahl m des Elementes 111 allgemein mit 
s( m), so gilt für je zwei Elemente a, b der Satz 
(55) s(a) + s(b) = s(n+b) + s(a-b), 
dessen Beweis wir ausführen wollen. Falls eins der beiden Elemente, 
z. B. a ein Theiler des andern b ist, so leuchtet der Satz von selbst ein, 
weil dann a + b = a, a-b= b ist. Wenn aber keins der beiden 
Elemente durch das andere theilbar, also a + b ein echter Theiler von b 
ist, so giebt es mindestens eine von a + b nach b führende Kette m, 
und wenn n ihre Länge bedeutet, so ist offenbar s(b) = s(a + b) + n; 
da nun jedes Element b' dieser Kette den Bedingungen a + b < b' < b 
genügt, so ist immer a + b' = a + b; sind d~her b, m irgend zwei auf 
einander folgende Glieder dieser Kette, so 1st auch a + b = a + m, 
woraus nach Satz XIII -rolgt, dass a - b ein nächster Theiler von a- m 
ist· mithin bilden die n + 1 Elemente n1 =a-b' eine Kette, ueren 
A~fang a- ( a + b) = a, unu deren Ende a- b ist; hieraus folgt ofl"enbar, 
dass s(a-b) = s(a) + n ist, und wenn man hiermit das obige Resultat 
s(b) = s(n+b) + n verbindet, so ergiebt sich der zu beweisenue Satz (f>fl), 
dessen 7.usammenhang mit dem Satze XI einleuchtet. 
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Alles dies bestätigt sieh an dnm frliher behandelten Beispiele der aus 
;!H versehiedenen Moduln bestehenden Gruppe ~; hier ist 1J = b"", q =DM 
J,; = :-;, und tla wir in (41) die Zahl p =- 4· gewählt haben, so ist 
,1 = + 4. Doch m11ss man nicht glaHheu, dass die Symmet-rie, welche 
hier in dt~lll Bau VOll je :t.wei, gleichweit vom Anfang und E:r.de ent-
femten Stufen 81 "'auftritt, eine allgemeinr Bigenschaft aller Modulgruppen 
9Jl ist. Es bilden :t.. ß. die in dieser Gruppe enthaltenen fünf Elemente 
b11 b21 r2 , a3 , b.1 fiir sieh eine Modulgruppe mit vier Stufen S', von denen 
fwsteht; die vier ersten 
M ()(lulgruppe mit den drei 
durch das Hin:t.utreten des 
')' 











Elemente bilden fiir sich eine sy1nm~trische 
Stufen S/, 82', 83 ' aber diese Symmetrie wird 
fünften Elementes b4 gestört. 
§ k. 
Hezit~hung zwisdum dem .Modulgm;etz und dem Symbol ( 111, n). 
Wir woll•~H nun noeh den Zusammenhang besprechen, welcher zwischen 
dem Modnlgeset:t. V J II und den Symbolgesehen (27), (21:\), (32) hesteht. 
Wir haben die let:t.teren schon in ~ ß dureh die Bemerkung vervollständigt, 
dass nach der Bedeutung, welche das Symbol (m, tt) in der Modultheorie 
besit:~.t, aus der 'l'heilbarkeit lll > b immer (m, b) = 1 folgt; ''V'ir fü<Ten 
jetzt noch himm, dass zufolge derselben Bedeutung auch umgekeltrt :us 
(111, b) = 1 immer die 'l'heilbarkeit m > b folgt, dass also die beiden 
Aussagen 
(f>ß) (m, b) = 1 und ttt > b 
viillig glr:ich/Jedcutcnd sind (D. § 171, S. 510). 
Nehmen wir nun an, in irgend einer Dualgruppe ~ entspl:"ethe je 
:t.wei Elementen 111,11 ein mit (m, n) bezeichneter und zwar von ~U;J ver-
s:~liedener Z1~hlwerth, und di~ses Sy~1bol gelw~che .den Geset:t.en (27j, (2S) (;~2) und (5h), so wollen w1r bewetsen, dass m .. dteser J?ualgruPPe ~ auch 
das Modulgc:;ctz VIII herrscht. In der That, wah~n Wir aus ~ ql'f:'i Ele-
mente u, b, c aus, welehe der Bedingung b < c genügen, so er~ er 
d. lb . d . S IX . § " h ,eu."en 1ese en, w1e aus em Bewe1se des , atzes m v ervorg~~t . 
I .. h t I ""'' d ' eme aus wc s ens neun Elementen bestehende Dua gruppe w, un wel::l.:Q. . a· 
dortigen ldentitäten ( 4:!) (4:3) mit den Symbolgesetzen (27), (2~) colQ.b"ri~ Je 
' 1n1ren, 
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(lJ"', oJ = (a + Op b1) = (a, bJ = (a, a- b1) = (a, Ca), 
(lJ"', c') = (a+c', c') = (a, c') = (a, a-c') = (a, es) 
(lJ'", b1) = (b"', c'); 
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da ferner nach ( 4f>) auch {J"' < {J1 < c' ist, so folgt aus dem Symbol-
gesetz (ßi) (lJ"', c') = (lJ"', b1) (bu c')' 
also auch (lJ"', 61) (oll c') = (b"', b1)' 
A nahme die Zahl (b"', 61) von Null verschieden ist, 
und d~ nach_ unserer , n 1 was nach (56) gleichbedeutend mit 01 > c' 
so erg1ebt siCh (61' c ) ; . t folgt {J - c' also ist in der Dual-
ist· da endlich auch 01 < c lS ' so 1 - ' 
gr~ppe .p die Identität ( b) 
b _ ( a· + c) = c + a-
•d Annahme v < c. Dies ist aber nichts Anderes 
. d" Folge er . 
eme nothwen 1ge VIII welches mithin in Jeder Dualgruppe .\1 herrschen 
als das Modulgesetz. b ~ en Voraussetzungen gelten. -
muss, für welche dw Zo tg enhang erkannt ist, liegt es nahe, eine be-d" r ',usamm Nachdem tese Dualgruppen .\) zu betrachten, in welchen die 
. ht"ge Classe von . . rf''llt . .1 • h . d. sonders wtc 1 1·gstens thetlwe1se e u smu, tc meme te b lgesetze wen . . . genannten Sym 0 El uente die sänunthchen Thetlgruppen emer ge-
"- deren el . d D" EI Dualgruppen 4'' , l · 'selten (}ruppe g sm . 1e emente o:, ß, r, ... dl" hen Ga ms . . . 
wöhnlichen en tc roduciren sich bekanntheb durch eme Operatwn, 
einer solchen Gruppe g r.ep ine Multiplication bezeichnet wird und dem 
d Regel wte e . welche in er ) = a (ß 'Y) gehorcht; ausserdem w1rd vorausgesetzt, 
. · Gesetz (aß 'Y ß · ß " l s· assoClatlven ß wie aus ra = r lllllller (X = 10 gt. md 
hl . us a r = 'Y' 1 · .1 • dass sowo a ,, lexe von E ementen m g, unu bezeiChnet man 
d Iche vomp · ' a 6 irgen we Complex aller in der I< orm aß enthaltenen Elemente, 
allgemein mit 0 ~~:e~Iemente in a, b durchlaufen, so ist a dann und nur 
wo a, ß resp. a ein Tlteilcr von g, wenn aa = a ist. Sind a, b zwe1 
dann eine Gr·uppe' 11 g so ist ihr grösster gemeinsamer Theiler oder 
. pen vo ' 
solche Thetlgr~P ( d h. der Inbegriff aller ihnen gemeinsamen Elemente) 
ihr Durchschnitt · die wir hier, um mit unserer bisherigen Ausdrucks-
. GrupPe, d h + c.. b . wieder eme zu bleiben, urc a v ezelChnen wollen· aus dem-
. Einklang · h b d" · · (' ' weise tm Il das Zetc en a - teJemge Kruppe bedeuten, welche 
selben Grunde 8 t0 :Multiplication aus allen Elementen von a {J erzeu<rt 
" tcresetz e . v· lf: ' 0 durch 10r " kleinste gememsame 1e ache von a b heisst· sie ist der 
. d das . . . ' ' 
wtrd*) un. aller derJenigen Thmlgruppen von g, welche (wie z. B. g 
Durchschnitt 
------- -~ . I so a - b = ab ab l1 · · · = ba b n · · ·, wenn diese Producte hin-Fs 1st a 
*) ' . f rt<'esetzt werden. 
ichend weJt () n 
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selbst) gemeinsame Vielfache von a, b sind, d. h. welche sowohl a als b 
zum Theiler haben. Offenbar geniigen diese beiden Operationen + den 
Grundgesetzen (1), (:!), (:3), mithin ist der Inbegriff Sj aller in g als 
Theiler enthaltenen Gruppen a, b, c · · · eine Dual,qmppe im Sinne von 
§ 1, auf welche wir auch die Bedeutung der 'rheilbarkeitszeiehen < und 
> iibertragen wollen. 
Hierzu tritt nun Folgendes. Ist die Gruppe a ein 'l'heiler von g, 
und sind ß, r irgend zwei Elemente in 9, so sind die beiden Complexe 
aß, ar entweder vollständig identisch, oder sie haben kein einziges ge-
meiJIS<dllf'S Clmnent, und wenn b ebenfalls eine Theilgruppe von 9 bedeutet, 
so woll 'd wir durch das Gruppen-Symbol (a, b) die Anzahl aller von 
einanue. versr~hiedenen Complexe aß bezeichnen, die allen Elementen ß 
der Gruppe b entsprechen, und aus welchen offenbar der Complex ab 
besteht*). Man überzeugt sich nun leicht, dass fiir dieses Gruppensymbol, 
welches immer eine natUrliehe, also von Null verschiedene Zahl ist, die 
drei Gesetze (27), (32) und (5G) gelten, während man dasselbe von dem 
vierten Symbolgesetze (l!H) nicht allgemein behaupten kann. Offenbar sind 
nämlich alle Elemente des Complexes ab in der Gruppe 0 _ b enthalten, 
aber im Allgemeinen wird die letztere noch andere Elemente enthalten, 
und da der ~omp_lex ab sch~n ans (a, b) verschiedenen Complexen aß 
besteht, so wml 1m Allgememen (a, a-b) grösser als (a b) sein· der 
Fall (a, b) = (a, a-b) tritt daher immer und nur dann ~in wen~ der 
Complex ab eine Gruppe, also =a-b ist, und das char~kteristische 
Merkmal hierfür besteht in der Identität ob- ba Wenn 1 · 1· . . - · a so Je zwe 
'rheiler a, b der Gruppe 9 m d1esem Sinne permutabel sind lt · 
. , · · , so ge en m 
der Dualgruppe ,P alle vwr Symbolgesetze (27), (28), (32), (!lö), und 
hieraus folgt nach der vorhergehenden Betrachtung, dass in .~ das Modul-
gesetz VIli, also aueh das Kettengesetz herrscht.**) 
Dies bestätigt sich leicht auf folo-ende Weise D· h d . · 
. '"' . · a nac er Jetzigen Voraussetzung tmmer a-b= ab= ba 1st so niinn1t d d A 
. . ' as aus er n-
n·thme b < m zu bewetsende Gesetz VIII die Gestalt (" + ) ~.. 
' . t' l1t ll = ~b + nt 
·m. Nun steht Jedes Element des Durchschnittes 11 ~.. + 
' , , . ,-u l1t unter der 
doppelten ~orm :rr(} = [L, wo :rr, d', !L resp. Elemente der Gru en b m 
bedeuten und da b naeh Voraussetzung ein Theiler PP ~' ' ~ ' . . . von m, also d' auch 
Element von m 1st so gdt dasseihe bekanntlich auch . . . 
. '. . von :rr; Imthm Ist 
:rr in dem Durchsehmtte ~ + m, al~o !L m _der Gruppe (~+m)b enthalten; 
folglich ist die GrupJH~ ~b + m rm Theller der Gruppe (~+m)b, und 
*y· VerU'J. § u meiner Abhandlung: .Uebcr die Anzahl der Id 1 1 . . ,.., . , , _ ea c asAen m re1nen cuhi~chen Zahlkörpern (Crellc s .Tournai Bd. 1:!1, f-l. 7 1). 
**;· 1Joch lehrt schon dss Beispiel der Gruppe 9, welche a d h V 
· . , . us en sec s er-
tausehmF•en von drei DinU'CIJ besteht, da,;s dieser :::latz mcht umgek hrt 1 d f " " e wen en ar . 
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da nach dem Satze VII umgekehrt (~ + m) b gewiss ein Theiler von 
~ b + tn ist, so sind beide Gruppen mit einander identisch, w. z. b. w. 
Offenbar stimmt dieser Beweis mutatis mutandis vollständig mit dem Be-
weise des entsprechenden Satzes in der Modultheorie überein (D. § 169, 
s. 498-49n). 
Zu den Gruppen g, deren sämmtliche Theiler a, b diese Eigenschaft 
ab= ba besitzen, gehören augenscheinlich alle Abel'schen Gruppen, ferner 
diejenigen, welche ich Hamilton'sche Gruppen genannt habe*), ausserdem 
aber noch unendlich viele andere, von denen ich hier nur die beiden ein-
fachsten Beispiele anführen will. Benutzt man die bekannte Bezeichnung 
der cyklischen Vertauschungen von beliebigen verschiedenen Dingen 0, 1, 
2, 3 · · ·, so wird die erste Gruppe g vom Grade 16 erzeugt durch die 
Elemente achten und zweiten Grades 
a = (01234567), ß = (04) (26), 
welche der Bedingung ßa = a5 ß genügen. Ebenso wird die zweite Gruppe 
g vom Grade 27 erzeugt durch die Elemente neunten und dritten Grades 
a = (012345678), ß = (174) (258), 
welche der Bedingung ß a = a4 ß genügen. Die allgemeine Theorie aller 
dieser Gruppen mit permutabelen Theilern werde ich in einem besonderen 
Aufsatze behandeln. 
Braunschweig, den 8. Januar 1900. 






Föpp!z Dr. A., Professor an der. 'I'echnisehen H~chschule zu . M ilnchen, 
Vorlesungen über techmsche Mecbantk. 4 Bde. gr. 8. In 
Leinwand geb. 
I. Band: Einführung in d. Mechanik. M. 7R Fig. i. T. [X\• u. ~12 S )1898. n . .Jt.lO.-
Il. Band: Graphische Statik. [In Vorbereitung.] 
lll. Baud: FestigkeitBlehro. Mit 70 l<'iguren Im 'fext. (XVI u. 472 S.] 18n7. n . .Jt. 12.-
IY. Band: Dynnmik. Mit 6!1 F'iguron im Text. [XIV n. 166 S.] 1899. n . .J' 12.-
Genocchi Angelo, D iffer e n ti alre eh nun g und Grundzüge 
der 'Integralrechnung, herausgegeben von G1usEPPE PEANO. 
Autorisierte deutsche l'ebersetzung von G. BouLHANN uud A. ScnEPP, 
Mit einem Vorwort ,·on A. :MAYJ-:H. [VIII u. 399 S.J gr. 8. 189!1. 
In Leinw. geb. n . • lt.. 12.-
Hochheim, Ober!. Dr. F., Kiel, iiber eine Art der Erzeugung der 
Kurven dritter !\lasse mit einer Doppeltangente. [IV u. 
50 S.] gr. 8. 1899. geh. n . • ll. 1. 60. 
Holzmüller, Prof. Dr. Gustav, Direktor der Kgl. Maschinenbauschule 
zn Hagen, . Mitglied der Le_opo!dinisch-Karolinischen Akademie, 
die [ngemeur-Mathematlk 1n elementarer Behandlung. 
2 Teile. II. Teil, enthaltend das Potential und seine Anwendung 
auf die Theorien der Gravitation, des Ma~netismus, der Elektriciti!.t, 
der Würme und der Hydrodynamik. Mit 237 Figuren, zahlreichen 
Übungsbeispielen und einem Anhange über die Mafseinheiten. 
[XVII u. 440 8.] gr. 8. 1898. In Lnw. geb. n . .Jt. 6.-
Kerntler, F., die Unitilt des absoluten Maass-Systems auf 
· magnetische und elektrische Gröesen. [VIII u.46 R.] gr. 8. 
18!J!J. geh n . .Jt. 1. i>O. 
Kohlrausch, Professor Dr. F., Präsident der physikalisch-technischen 
Reichsanstalt in Charlottenburg, kleiner Leitfaden der prak-
Fschcn Physik. J!'\ir den Unterriebt in den physikalischen 
Übungen. Mit in d?n 'fext gedruckten J<'iguren. l XIX u. 260 S.J 
gr. 8. 1899. In Lemw. geb. n. "lt. 4.-
Krause, Dr. Martin, Professor an der König!. Sächs. Technischen 
Hochschule zu Dresden, 'l'heorie der doppeltperiodischen 
Functionen einer verllnderlichen Grüsse. (In 2 Bänden.) 
~weiter Band. [XII u. 306 8.] gr. 8. 1897. geh. n . .Jt. 12.-
Kronecker's, Leopold, Werke. Herausgegeben auf Veranlassung der 
Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften von K. HENSEL. 
(In 4 Biinden.) Dritter Band. I. Halbband. [VIII u. 474 S.J gr. 4. 
1899. geh. n .• IG 36. -· [Der zweite Halbband befindet sich u. d. Pr.] 
Mansion, Prof. Dr. P., Gent, Einleitung in die Theorie der 
Determinanten. Für Gymnasien und Realschulen. Aus der 
3. franz. A.uß. übersetzt. [40 8.] gr. 8. 1899. geh. n . .Jt. 1.-
Muth, Dr. P. in Osthofen, Theorie und Anwendung der Ele-
mcntarteiler. [XVI u. 236 8.] gr. 8. 1899. geh. n. "tt. 8.-
Neuma~t Dr .. c., ·Professor der Mathematik an der Universität zu 
Letpz1g, d1e elektrischen Kri!.fte. Darlegung und genauere Be-tratc~tung der von hervorragenden Physikern entwickelten mathe-
maIschen Theorieen. Zweiter Theil: U e ber die von Her-
mann von Helmholtz in seinen i!.lteren und in seinen :e~:;Sn]Arbeiten angestellten Untersuchungen. [XXXVIII 
· · gr. 8. 1898. geh. n • .Jt. 14.-
Pascal, Ernat, 0 Prof a d U • p . d' V . . 
nung A t ·. . · · · n1v. zu avta, 1e anatlonsreoh-
und Ober!~ ~nsJe~ deutsche Ausgabe von .!DoLl! SCHliPP, Ingenieur 
In Leinwan"d nanb a. D. zu Wiesbaden. [VI u. 146 8.] gr. 8. 1899. ge . n . .Jt. 8.60. 
Riem;n~,DB.,HelJit)tische Funktionen. Vorlesungen herausg von 
4r4o ·8 J r. · TAHL, Tübingen. Mit Figuren im Text. [VIÜ u. 1 · gr. 8. 1899. geh. n . .Jt. li. 60, 
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Routh, John Edward, Sc. D., Ll. D., F. R. S., etc.; Ehrenmitglied 
von Peterl~ouse, Cam?ridge; Mitglied des Senats der Universitä~ 
London, d1e Dynam1k der Systeme starrer Körper. In zwe1 
Biinclen mit zahlreichen Beispielen. Autorisi .. rte deutsche An~gabe 
von AooLF ScuEPP. Mit einem Vorwort von FELrx KLEIN. 2 Bä.nde. 
gr. 8. In Leinwand geb. n. ,I{. 24.-
I. Band: Die Elemente. Mit 57 I•'ig. im Toxt. [XII u. 472 S.] 18~7. n. Jt. 10.-
II. Band: Dio höhoro Dynamik. Mit 88 Fig. im 'l'ext. [X u. 541 S.] 1898. n .• lt.14.-
Rudio, Dr. Ferd., Prof. am Polytechnikum in Zürich, die Elemente 
der analytischen Geometrie. Zum Gebrauche an höhl'ren 
Lehranstalten sowie znm Selbststudium. Mit z<thlre1chen Uebung-s-
beispielt>n. Zweiter Teil: Die analytische Geometr;ie des 
Ha um es. Mit 12 Fig. im Text. Zweite verbesserte Auflage. [X u. 
184 S.] gr. 8. 1899. geh. n . • ft. 2 .40. 
Salmon, George, analytische Geometrie des Baumes. DenLach 
bearbeitet von Dr. WILIU:LM FIEDLER, Professor am Eidgenössischen 
Polytechnikum zu Zürich. Zwei Teile. I. Teil: Die Elemente 
und die Theorie der Flächen zweiten Grades. Vierte ver-
besserte Anflage. [XXIV u. 448 S.l gr. 8. 1898. geh. n . .At. 8.-
· · analytische Geometrie der Kegelschnitte mit be-
sonderer Beriicksichtigung der neueren Methoden. Nach 
GEORGE SALMON frei bearbeitet von Dr. WILHEU! FrEnLEit, Professor 
am Eidgenössischen Polyt .. cnnikum zu Ziirich. ln 2 Teilen. I. Teil. 
Sechste verbess. Auf!. rxxv u. 442 S.] gr. 8. 1898 geh. n . .. lf 9.-
Schell, w., allgemeine Theorie der Curven doppelter Krüm-
mung in re~n geometrischer parstcllung._ Zur Einführung 
in das Studmm der Curventheone. 2. erweiterte Auflage. 
[VIII u. 163 ~-] gr. 8. 1898, go·h. n . .. lt. ö.-
Schuster, Prof. Dr. M 1 Oldenburg ijGr., geometri~che Aufgaben. Ein Lehr- und Übungsbuch zum Gebrauch berm Untemcht an 
höheren Schulen Ausgabe A. Für Vollanstalten. Mit 2 lithogr. 
Tafeln. [VIll u 14 7 S) gr. 8. 1899 g.-b n .. ft. 2.-
.. - . Ausgabe ß. Fiir Realanstalten. Mit 2 lithogr. 
Tafeln. [VII u 111 S.\ gr. 8. 1899. geb. n . .. ft. 1. 60. · 
Serret, J.-A., t Membre de l'lnstitut et de Bureau des Longitudes a 
Paris, Lehrbuch der Differential- u. Integral- H echn ung. 
Mit Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. AxEL 
HARNAcK, t Prof. an der Technischen Hochschule zu !Dresden. 
ZwPite, durchgesehene Auflage mit Cnterstützung rler Herren H. 
LIEBMANN u. E. ZERHELO herausgegeben von Dr. G. BonLMANN Privat-
docent an der Universität zu Göttingen. Iu drei Bä.nden. gr.' 8. geh. 
I. Band: Differentialrechnung. Mit 8~ l<'ig. im •.roxt. [X n. 570 S.] 1897. 
n. Jt. 10.-
II. Band: Integralrechnung. Mit 55 Fig. im Text. [XII n. 428 S.] 1899. 
n. Jt. 8.- · 
III. Band: Differentialgleichungen und Variationsrechnung. [In Vor-
bereitung.] 
Steiner's, Jacob, Vorlesungen über synthetische Geometrie. 
2 Teile. _II. ~eil: ~ie Theorie der Kegelschnitte, gestützt 
auf proJektrve Eigenschaften. Auf Gr9nd von Universitäts-
vorträgen und mit Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacob 
Steiner's bearb. von HEINRICH ScnRÖTBR. 3. Auf!. von HunOLF STURM, 
• ?\fit'-103. Figut·en im Text. [XVII u. 538 S.] gt·. 8. 1898. geh. n . • lf. 14. StolZ, Dr. O~~o,. ord. Profes~or an der Universität zu Innsbruck, Grund 
züge~4et .. Pifferentral- und Integral~echnung. In 3 Teilen. 
··nr. Teib D'ie Lehre von den Doppehntegralen. Eine Er-
gltnzulig ihm. I. Teile des Werkes. Mrt 41 Figuren im Text. [VIH 
- · u ... !l96. S.] gr. 8. 1899. geh. n . .. lt. 8.-
·wüllner, ·'P-rof. Dr. A. in Aachen_, Lehrbuch d~r Experimental-
physik; ... 4 Bd.nde. F[i.nfte, VIelfach uwgearbe1tete und verbesserte 
Auflage. IV. Band: Die Lehre von der Strahlung. gr. 8. 1899. 
geh. n . .At. 14.-
I. Halbband. Mit 147 in den Text gedr. Abb. u. Fig. und einer lithogr, 
[612 S] n. Jt. 7.-
II. Halbband. lllit t52 in den Text gedr. 
[XII u. 5311 S.] n. Jt. 7.-
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